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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] = {1, 2, . . . ,m}, ∅ ∈ K.
I = {i1, . . . , ik} ∈ K � ãðàíü (ñèìïëåêñ).
Ïðåäïîëàãàåì ∅ ∈ K è {i} ∈ K äëÿ i = 1, . . . ,m.

cat(K) � êàòåãîðèÿ ãðàíåé K, ñ îáúåêòàìè I ∈ K è ìîðôèçìàìè I ⊂ J.

Äëÿ I ∈ K ïîëîæèì

(D2, S1)I : {(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zj | = 1 ïðè j /∈ I} ⊂ (D2)m.

Çàìåòèì, ÷òî (D2,S1)I ⊂ (D2, S1)J ïðè I ⊂ J. Ïîëó÷àåì äèàãðàììó

DK : cat(K) → top,

îòîáðàæàþùóþ I ∈ K â (D2, S1)I .

Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé K, åñòü

ZK := colimDK =
⋃
I∈K

(D2, S1)I ⊂ (D2)m.

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Äâîéíûå êîãîìîëîãèè ì-ó-êîìïëåêñîâ Ñ-Ïåòåðáóðã 3 îêò 2022 2 / 26



Êîëüöî ãðàíåé (êîëüöî Ñòåíëè�Ðàéñíåðà) êîìïëåêñà K åñòü

Z[K] := Z[v1, . . . , vm]/IK,

ãäå èäåàë IK ïîðîæä¼í ìîíîìàìè
∏

i∈I vi ñ I /∈ K.

Òåîðåìà

Èìååì èçîìîðôèçì áèãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

H∗(ZK) ∼= TorZ[v1,...,vm]
(
Z[K],Z

)
∼= H

(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

)
∼=

⊕
I⊂[m]

H̃∗(KI ).

Çäåñü
(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

)
� êîìïëåêñ Êîøóëÿ ñ

bideg ui = (−1, 2), bideg vi = (0, 2) è dui = vi , dvi = 0.

H̃∗(KI ) îáîçíà÷àåò ãðóïïû ïðèâåä¼ííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîãîìîëîãèé

ïîëíîãî ïîäêîìïëåêñà KI ⊂ K (îãðàíè÷åíèÿ K íà I ⊂ [m]).
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Äëÿ áèãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò êîãîìîëîãèé ZK èìååì

H−k,2ℓ(ZK) ∼=
⊕

I⊂[m] : |I |=ℓ

H̃ℓ−k−1(KI ), Hp(ZK) =
⊕

−k+2ℓ=p

H−k,2ℓ(ZK).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ôàêòîðêîëüöî:

R∗(K) = Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K]
/
(v2i = uivi = 0, 1 ⩽ i ⩽ m).

Òîãäà R∗(K) èìååò êîíå÷íûé ðàíã êàê àáåëåâà ãðóïïà, ñ áàçèñîì èç
ìîíîìîâ uJvI , ãäå J ⊂ [m], I ∈ K è J ∩ I = ∅.

Êðîìå òîãî, R∗(K) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êëåòî÷íûìè êîöåïÿìè
C ∗(ZK) ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî
ðàçáèåíèÿ, ôàêòîðèçóåìûé èäåàë (v2i = uivi = 0, 1 ⩽ i ⩽ m) ÿâëÿåòñÿ
d-èíâàðèàíòíûì è àöèêëè÷íûì, è ìû èìååì èçîìîðôèçì êîëåö

H∗(ZK) ∼= H
(
R∗(K), d

)
.
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Ââåä¼ííûå âûøå êîíñòðóêöèè êîëåö ôóíêòîðèàëüíû:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] è L ⊂ K � ïîäêîìïëåêñ

íà ℓ âåðøèíàõ. Âëîæåíèå L ⊂ K èíäóöèðóåò âëîæåíèå ZL → ZK è

ãîìîðôèçìû (äèôôåðåíöèàëüíûõ) ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö

à) Z[K] → Z[L],
á)

(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

)
→

(
Λ[u1, . . . , uℓ]⊗ Z[L], d

)
,

â)
(
R∗(K), d

)
→

(
R∗(L), d

)
,

ã) H∗(ZK) → H∗(ZL),

ãäå ui , vi ïåðåõîäÿò â 0 ïðè i /∈ [ℓ].

Êðîìå òîãî, åñëè KI � ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ íà I ⊂ [m], òî ìû èìååì

ðåòðàêöèþ ZK → ZKI
è ãîìîìîðôèçìû

ä) Z[KI ] → Z[K],

å) H∗(ZKI
) → H∗(ZK).

Èìåþòñÿ òàêæå ãîìîëîãè÷åñêèå âåðñèè ýòèõ ãîìîìîðôçèìîâ.
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2. Äâîéíûå (êî)ãîìîëîãèè

Ìû èìååì
Hp(ZK) ∼=

⊕
I⊂[m]

H̃p−|I |−1(KI ),

Äëÿ êàæäîãî j ∈ [m] \ I ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

ϕp;I ,j : H̃p(KI ) → H̃p(KI∪{j}),

èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì KI ↪→ KI∪{j}. Îïðåäåëèì

∂′p = (−1)p+1
⊕

I⊂[m], j∈[m]\I

ε(j , I )ϕp;I ,j ,

ãäå
ε(j , I ) = (−1)#{i∈I : i<j}.

Ëåììà

Äëÿ ∂′p :
⊕

I⊂[m] H̃p(KI ) →
⊕

I⊂[m] H̃p(KI ) èìååì (∂′p)
2 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì öåïíîé êîìïëåêñ

CH∗(ZK) := (H∗(ZK), ∂
′),

ãäå
∂′ : H̃−k,2ℓ(ZK) → H̃−k−1,2ℓ+2(ZK)

ïî îòíîøåíèþ ê ñëåäóþùåìó áèãðàäóèðîâàííîìó ðàçëîæåíèþ Hp(ZK):

Hp(ZK) =
⊕

−k+2ℓ=p

H−k,2ℓ(ZK), H−k,2ℓ(ZK) ∼=
⊕

I⊂[m] : |I |=ℓ

H̃ℓ−k−1(KI ).

Îïðåäåëèì áèãðàäóèðîâàííûå äâîéíûå ãîìîëîãèè ZK êàê

HH∗(ZK) = H(H∗(ZK), ∂
′).
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Äëÿ ãðóïï êîãîìîëîãèé, ðàññìîòðèì äëÿ i ∈ I ãîìîìîðôèçì

ψp;i ,I : H̃
p(KI ) → H̃p(KI\{i}),

èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì KI\{i} ↪→ KI , è ïîëîæèì

d ′
p = (−1)p+1

∑
i∈I

ε(i , I )ψp;i ,I .

Ââåä¼ì d ′ : H∗(ZK) → H∗(ZK) â ðàçëîæåíèè H∗(ZK) =
⊕

I⊂[m]

H̃∗(KI ):

d ′ : H−k,2ℓ(ZK) → H−k+1,2ℓ−2(ZK).

Èìååì (d ′)2 = 0, ÷òî ïðåâðàùàåò H∗(ZK) â êîöåïíîé êîìïëåêñ

CH∗(ZK) := (H∗(ZK), d
′).

Îïðåäåëèì áèãðàäóèðîâàííûå äâîéíûå êîãîìîëîãèè ZK êàê

HH∗(ZK) = H
(
H∗(ZK), d

′).
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3. Áèêîìïëåêñû

Äëÿ I ⊂ [m], ïóñòü Cp(KI ) � ãðóïïà p-õ ñèìïëèöèàëüíûõ êîöåïåé KI .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç αL,I ∈ Cq−1(KI ) áàçèñíóþ êîöåïü, ñîîòâåòñòâóþùóþ
îðèåíòèðîâàííîìó ñèìïëåêñó L = (ℓ1, . . . , ℓq) ∈ KI ; îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 1 íà L è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îñòàëüíûõ ñèìïëåêñàõ.

Ñèìïëèöèàëüíîå êîãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå (äèôôåðåíöèàë)
d : Cp(KI ) → Cp+1(KI ) åñòü

dαL,I =
∑

j∈I\L, L∪{j}∈K

ε(j , L)αL∪{j},I .

Ðàññìîòðèì ψp;i ,I : C
p(KI ) → Cp(KI\{i}), èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì

KI\{i} ↪→ KI , è îïðåäåëèì

d ′
p = (−1)p+1

∑
i∈I

ε(i , I )ψp;i ,I .
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Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë d â êîìïëåêñå Êîøóëÿ
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] èìååò áèñòåïåðü (1, 0) è çàäà¼òñÿ êàê

duj = vj , dvj = 0, ïðè j = 1, . . . ,m.

Ââåä¼ì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d ′ áèñòåïåíè (1,−2) íà
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] ïî ïðàâèëó

d ′uj = 1, d ′vj = 0, ïðè j = 1, . . . ,m,

è ïðîäîëæàÿ ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà. Â ÿâíîì âèäå çíà÷åíèå d ′ íà
ìîíîìàõ uJvI çàäà¼òñÿ êàê

d ′(uJvI ) =
∑
j∈J

ε(j , J)uJ\{j}vI , d ′(vI ) = 0.

Äèôôåðåíöèàë d ′ îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ïîäìîäóëü
R∗(K) ⊂ Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], ïîðîæä¼ííûé ìîíîìàìè uJvI ñ
J ∩ I = ∅. Îäíàêî èäåàë

(
v2i = uivi = 0, 1 ⩽ i ⩽ m) íå ÿâëÿåòñÿ

d ′-èíâàðèàíòíûì è (R∗(K), d ′) íå ÿâëÿåòñÿ ä. ã. êîëüöîì.
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Ëåììà

Îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ d è d ′, ââåä¼ííûõ âûøå,(⊕
I⊂[m] C

∗(KI ), d , d
′), (Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d , d ′) è

(
R∗(K), d , d ′)

ÿâëÿþòñÿ áèêîìïëåêñàìè, ò. å. d è d ′ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

dd ′ = −d ′d .

Ïî îïðåäåëåíèþ, HH∗(ZK) ñóòü ïåðâûå äâîéíûå êîãîìîëîãèè
áèêîìïëåêñà

(⊕
I⊂[m] C

∗(KI ), d , d
′):

HH∗(ZK) = H
(
H
(⊕
I⊂[m]

C ∗(KI ), d
)
, d ′).
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Òåîðåìà

Áèêîìïëåêñû
(⊕

I⊂[m] C
∗(KI ), d , d

′) è
(
R∗(K), d , d ′) èçîìîðôíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, HH∗(ZK) èçîìîðôíû ïåðâûì äâîéíûì êîãîìîëîãèÿì

áèêîìïëåêñà
(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d , d ′):

HH∗(ZK) ∼= H
(
H
(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

)
, d ′).

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê).

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì

f : Cq−1(KI ) −→ Rq−|I |,2|I |(K),

αL,I 7−→ ε(L, I ) uI\LvL,

ãäå ε(L, I ) =
∏

i∈L ε(i , I ) = (−1)
∑

ℓ∈L #{i∈I : i<ℓ}.
Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï è êîììóòèðóåò ñ d è d ′.
Ïîýòîìó èìååì èçîìîðôèçì áèêîìïëåêñîâ

f :
(⊕
I⊂[m]

C ∗(KI ), d , d
′) −→ (

R∗(K), d , d ′).
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Ñëåäñòâèå

Äâîéíûå êîãîìîëîãèè HH∗(ZK) ÿâëÿþòñÿ ãðàäóèðîâàííûì

êîììóòàòèâíûì êîëüöîì, ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííîé

óìíîæåíèåì â H∗(ZK).
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Ïðåäëîæåíèå

à) d ′-êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] íóëåâûå:

H
(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d ′) = 0.

á) Åñëè K ̸= ∆m−1 (íå ïîëíûé ñèìïëåêñ íà [m]), òî d ′-êîãîìîëîãèè
áèêîìïëåêñîâ

⊕
I⊂[m] C

∗(KI ) è R∗(K) íóëåâûå:

H
(⊕
I⊂[m]

C ∗(KI ), d
′) = H

(
R∗(K), d ′) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðûå äâîéíûå êîãîìîëîãèè áèêîìïëåêñîâ(⊕
I⊂[m] C

∗(KI ), d , d
′) è

(
R∗(K), d , d ′) íóëåâûå ïðè K ̸= ∆m−1.

â) Åñëè K = ∆m−1, òî åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé ãðóïïîé

d ′-êîãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ
⊕

I⊂[m] C
∗(KI ) è R∗(K) ÿâëÿåòñÿ

H2m ∼= Z, ïîðîæä¼ííàÿ êëàññàìè α[m],[m] è v1 · · · vm,
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü L ⊂ K � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íà îäíîì ìíîæåñòâå

âåðøèí [m]. Èìåþò ìåñòî ãîìîìîðôèçìû

à)
(
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d , d ′) → (

Λ[u1, . . . , uℓ]⊗ Z[L], d , d ′),
á)

(
R∗(K), d , d ′) → (

R∗(L), d , d ′),
â) CH∗(ZK) → CH∗(ZL),

ã) HH∗(ZK) → HH∗(ZL).

Êðîìå òîãî, åñëè KI � ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ íà I ⊂ [m], òî èìååì

ãîìîìîðôèçìû

ä)
(
Λ[ui : i ∈ I ]⊗ Z[KI ], d , d

′) → (
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d , d ′),

å)
(
R∗(KI ), d , d

′) → (
R∗(K), d , d ′),

æ) CH∗(ZKI
) → CH∗(ZK),

ç) HH∗(ZKI
) → HH∗(ZK).

Èìåþòñÿ òàêæå ãîìîëîãè÷åñêèå âåðñèè ýòèõ ãîìîìîðôèçìîâ, êîòîðûå

îòîáðàæàþò H∗, CH∗ è HH∗ â äðóãóþ ñòîðîíó.
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4. Ñâÿçü ñ äåéñòâèåì òîðà

Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå X çàäàíî äåéñòâèå îêðóæíîñòè S1 × X → X .
Òîãäà èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì êîãîìîëîãèé èìååò âèä

H∗(X ) → H∗(S1 × X ) = Λ[u]⊗ H∗(X ), α 7→ 1⊗ α+ u ⊗ ι(α),

ãäå u ∈ H1(S1) � îáðàçóþùàÿ, à ι : H∗(X ) → H∗−1(X ) � äèô-íèå.

Ïðåäëîæåíèå

Äèôôåðåíöèðîâàíèå, çàäàâàåìîå äåéñòâèåì i-é êîîðäèíàòíîé

îêðóæíîñòè S1
i ×ZK → ZK, èíäóöèðóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ιi

êîìïëåêñà (Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d) çàäàâàåìûì íà îáðàçóþùèõ êàê

ιi (uj) = δij , ιi (vj) = 0 j = 1, . . . ,m,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå, çàäàâàåìîå äåéñòâèåì äèàãîíàëüíîé îêðóæíîñòè

S1
d ×ZK → ZK, ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì d ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèå i-é êîîðäèíàòíîé îêðóæíîñòè S1
i ×ZK → ZK ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ
φZ : Z(∅,{i ′})⊔K → ZK, èíäóöèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíûì
îòîáðàæåíèåì φ : (∅, {i ′}) ⊔ K → K, ïåðåâîäÿùèì ¾îòñóòñòâóþùóþ¿
âåðøèíó i ′ â i . Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñîâ Êîøóëÿ
èìååò âèä

Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] → Λ[u′i ]⊗ Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K],

ãäå ui 7→ u′i + ui = 1⊗ ui + u′i ⊗ 1, uj 7→ 1⊗ uj ïðè j ̸= i è vj 7→ 1⊗ vj
äëÿ ëþáîãî j . Çäåñü u′i ïðåäñòàâëÿåò îáðàçóþùóþ â H1(S1

i ). Ýòî
äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå,
çàäàâàåìîå äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì, åñòü ñóììà
äèôôåðåíöèðîâàíèé, çàäàâàåìûõ äåéñòâèÿì êîîðäèíàòíûõ
îêðóæíîñòåé.
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5. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ HH∗(ZK)

Èìååòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ
êîãîìîëîãèé HH∗(ZK). Ìû ïîêàæåì, ÷òî HH∗(ZK) îäíîìåðíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà K � ïîëíûé ñèìïëåêñ, è îïèøåì íåñêîëüêî
êëàññîâ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K, äëÿ êîòîðûõ HH∗(ZK)
äâóìåðíî. Ìû òàêæå ïîêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü HH∗(ZK) ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.

Ïðåäëîæåíèå

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K
íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m]:

à) âñå ïîëíûå ïîäêîìïëåêñû â K àöèêëè÷íû;

á) K = ∆m−1 è ZK = (D2)m;

â) ZK àöèêëè÷åí;

ã) HH∗(ZK) = HH0,0(ZK) = Z.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü K = ∂∆m−1 � ãðàíèöà ñèìïëåêñà. Òîäà

HH−k,2ℓ(ZK) =

{
Z ïðè (−k , 2ℓ) = (0, 0), (−1, 2m);

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òåîðåìà

Ïóñòü K è L òàêîâû, ÷òî ëèáî H∗(ZK), ëèáî H∗(ZL) ñâîáîäíî. Òîãäà
èìååì èçîìîðôèçì öåïíûõ êîìïëåêñîâ

CH∗(ZK∗L) ∼= CH∗(ZK)⊗ CH∗(ZL).

Â ÷àñòíîñòè, èìååì HH∗(ZK∗L; k) ∼= HH∗(ZK; k)⊗ HH∗(ZL; k) ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå.
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Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ HH∗(ZK) âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî H∗(ZK).
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò èõ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå.

Òåîðåìà

Ïóñòü K = K′ ⊔ pt � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåïóñòîãî êîìïëåêñà K′ è
òî÷êè. Òîãäà

HH−k,2ℓ(ZK) =

{
Z ïðè (−k , 2ℓ) = (0, 0), (−1, 4);
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè èìååò ìåñòî

Òåîðåìà

Ïóñòü K = K′ ∪σ ∆
n ïîëó÷åí èç íåïóñòîãî K′ äîáàâëåíèåì n-ñèìïëåêñà

âäîëü ñîáñòâåííîé, âîçìîæíî ïóñòîé, ãðàíè σ ∈ K. Òîãäà ëèáî K åñòü

ñèìïëåêñ, ëèáî

HH−k,2ℓ(ZK) =

{
Z ïðè (−k , 2ℓ) = (0, 0), (−1, 4);
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Òåîðåìà

Ñëåäóùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîìïëåêñà K:

à) âñå ïîëíûå ïîäêîìïëåêñû â K ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû

äèñêðåòíîìó íàáîðó òî÷åê;

á) K ÿâëÿåòñÿ ôëàãîâûì, à åãî 1-îñòîâ sk1(K) åñòü õîðäîâûé ãðàô;

â) K ïîëó÷àåòñÿ èç ñèìïëåêñà èòåðèðîâàíèåì ïðîöåäóðû ïðèêëåéêè

ñèìïëåêñà âäîëü îáùåé (âîçìîæíî, ïóñòîé) ãðàíè.

Êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé âëå÷¼ò, ÷òî ëèáî K åñòü ñèìïëåêñ, ëèáî

HH−k,2ℓ(ZK) =

{
Z ïðè (−k , 2ℓ) = (0, 0), (−1, 4);
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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6. Ñëó÷àé m-öèêëà

Ïóñòü ZL � ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé m-öèêëó
(ãðàíèöå m-óãîëüíèêà) L. Òîãäà ZL ãîìåîìîðôåí ñâÿçíîé ñóììå
ïðîèâåäåíèé ñôåð:

ZL ∼=
m−1

#
k=3

(
Sk × Sm+2−k

)#(k−2)(m−2
k−1).

Òåîðåìà

Ïóñòü L � m-öèêë, ãäå m ≥ 5. Òîãäà HH−k,2ℓ(ZL) åñòü Z â

ðàçìåðíîñòÿõ (−k, 2ℓ) = (0, 0), (−1, 4), (−m + 3, 2(m − 2)),
(−m + 2, 2m) è 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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7. Äàëüíåéøèå íàáëþäåíèÿ, ïðèìåðû è âîïðîñû

Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì â áóêåò, åñëè
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ L ∪∆t M êîìïëåêñîâ L è
M âäîëü íåïóñòîé ãðàíè ∆t , îòëè÷íîé îò âñåãî K.

Âîïðîñ

Êàê ìû âèäåëè, åñëè L èëè M åñòü ñèìïëåêñ, òî HH∗(ZK) ∼= Z⊕ Z â

ðàçìåðíîñòÿõ (0, 0) è (−1, 4). Âåðíî ëè ýòî äëÿ ëþáîãî K,

ðàçëîæèìîãî â áóêåò? Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå K ñ òàêèìè äâîéíûìè

êîãîìîëîãèÿìè?

Çàìåòèì, ÷òî åñëè K � ãðàíèöà ñèìïëåêñà, òî HH∗(ZK) ∼= Z⊕ Z, íî
ðàçìåðíîñòü, â êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå Z, îòëè÷àåòñÿ.
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Âîò äâà ïðèìåðà êîìïëåêñîâ K ñ HH∗(ZK) ∼= Z⊕ Z â ðàçìåðíîñòÿõ
(0, 0) è (−1, 4). Îíè íå ïîêðûâàþòñÿ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè, íî
ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæèìûìè â áóêåò.

1

2

5

3

4

(a) Íå ôëàãîâûé, õîðäîâûé.

1

2

3

4

5

6

(b) Ôëàãîâûé, íå õîðäîâûé
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Ïðåäëîæåíèå

Åñëè K � ãîðåíøòåéíîâ êîìïëåêñ íàä ïîëåì F, òî äâîéíûå

êîãîìîëîãèè HH∗(ZK;F) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðîé Ïóàíêàðå. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè K ãîðåíøòåéíîâ* ðàçìåðíîñòè (n − 1), òî

dimHH−k,2ℓ(ZK;F) = dimHH−(m−n)+k,2(m−ℓ)(ZK;F).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñ îáû÷íûìè
êîãîìîëîãèÿìè H∗(ZK). Íàïðèìåð, åñëè K � íàáîð èç m òî÷åê, òî
HH∗(ZK) � àëãåáðà Ïóàíêàðå, íî K íå ãîðåíøòåéíîâ ïðè m > 2.

Âîïðîñ

Äàòü ãîìîëîãè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K,

äëÿ êîòîðûõ äâîéíûå êîãîìîëîãèè HH∗(ZK) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðîé

Ïóàíêàðå.
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