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Высшая школа экономики). Формула Тейлора для операторов и метод инте-
грирования по частям.

В работе приводится альтернативное доказательство известной формулы Тейло-
ра для операторов, действующих в нормированных пространствах. В качестве способа
доказательства используется метод интегрирования по частям. Этот способ ранее при-
менялся при выводе формулы Тейлора с остаточным членом в интегральной форме для
функции одной переменной. В данной работе показано, что этим же способом можно
получить формулу Тейлора и для случая операторов.

Формула Тейлора

Лемма. Если оператор F : X → Y является n раз дифференцируемым по Фре-
ше в точке x̂+ t̂ĥ (x̂, ĥ ∈ X, t̂ ∈ R), то

dn

dtn
F (x̂+ tĥ)

∣
∣
t=t̂
= F (n)(x̂+ t̂ĥ)[ĥ, . . . , ĥ

︸ ︷︷ ︸
n

]. (1)

Теорема (формула Тейлора). Пусть X, Y — банаховы пространства и произ-
водная F (n+1)(∙) оператора F : X → Y непрерывна в некоторой выпуклой окрестно-
сти U точки x̂ ∈ X, n ≥ 0. Тогда для любого элемента h, такого, что x̂+h ∈ U,
имеет место формула Тейлора:

F (x̂+ h)− F (x̂) = F ′(x̂)[h] +
1

2!
F ′′(x̂)[h, h] + ∙ ∙ ∙+

1

n!
F (n)(x̂)[h, . . . , h

︸ ︷︷ ︸
n

] + ω(x̂, h), (2)

где остаточный член

ω(x̂, h) :=

∫ 1

0

F (n+1)(x̂+ th)[h, . . . , h
︸ ︷︷ ︸
n+1

] ∙
(1− t)n

n!
dt

и при этом ‖ω(x̂, h)‖ = o(‖h‖n), h→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем соотношение (2). Используя формулу
Ньютона–Лейбница, формулу интегрирования по частям, а также равенство (1), по-
лучаем

F (x̂+ h)− F (x̂) = F (x̂+ th)
∣
∣t=1
t=0
=

∫ 1

0

F ′(x̂+ th)[h] dt =

∫ 1

0

F ′(x̂+ th)[h] ∙
d

dt
(t− 1) dt

= F ′(x̂+ th)[h] ∙ (t− 1)
∣
∣t=1
t=0
−
∫ 1

0

d

dt

(
F ′(x̂+ th)[h]

)
∙ (t− 1) dt

= F ′(x̂)[h]−
∫ 1

0

F ′′(x̂+ th)[h, h] ∙ (t− 1) dt

= F ′(x̂)[h]−
∫ 1

0

F ′′(x̂+ th)[h, h] ∙
d

dt

(t− 1)2

2
dt

c© Редакция журнала «ОПиПМ», 2016 г.



2 XVII Всероссийский симпозиум по прикладной и промышленной математике

= F ′(x̂)[h]− F ′′(x̂+ th)[h, h] ∙
(t− 1)2

2

∣
∣t=1
t=0
+

∫ 1

0

d

dt

(
F ′′(x̂+ th)[h, h]

)
∙
(t− 1)2

2
dt

= F ′(x̂)[h] +
1

2
F ′′(x̂)[h, h] +

∫ 1

0

F ′′′(x̂+ th)[h, h, h] ∙
(t− 1)2

2
dt

= . . . = F ′(x̂)[h] +
1

2!
F ′′(x̂)[h, h] + . . .+

1

n!
F (n)(x̂)[h, . . . , h

︸ ︷︷ ︸
n

]

+ (−1)n
∫ 1

0

F (n+1)(x̂+ th)[h, . . . , h
︸ ︷︷ ︸
n+1

] ∙
(t− 1)n

n!
dt

︸ ︷︷ ︸
=ω(x̂,h)

Оценка остаточного члена получается следующим образом:

‖ω(x̂, h)‖ =
∥
∥
∥

∫ 1

0

F (n+1)(x̂+ th)[h, . . . , h
︸ ︷︷ ︸
n+1

] ∙
(1− t)n

n!
dt
∥
∥
∥

6
∫ 1

0

‖F (n+1)(x̂+ th)[h, . . . , h
︸ ︷︷ ︸
n+1

]‖ ∙
(1− t)n

n!
dt

6
∫ 1

0

‖F (n+1)(x̂+ th)‖ ‖h‖n+1 ∙
(1− t)n

n!
dt

6 −C‖h‖n+1 ∙
(1− t)n+1

(n+ 1)!

∣
∣t=1
t=0
=

C

(n+ 1)!
‖h‖n+1,

где C := maxt∈[0;1] ‖F
(n+1)(x̂+ th)‖ .
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